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62 Lista de Exercicios Teoria da Estimagao pontual e intervalar

1) Marcar como verdadeira ou falsa as seguintes afirmativas:

a) (

) O método dos momentos consiste em igualar os momentos amostrais como a média, a variancia, o momento

amostral de assimetria, etc. com os valores esperados correspondentes, como a média (momento de ordem
1 néo centrado), a varidncia (momento de ordem 2 centrado na média) e momento de assimetria (momento
de ordem 3 centrado na média), etc.

Parametro é uma caracteristica populacional, sendo uma constante, como por exemplo a média y, a variancia
o2, entre outras possibilidades.

Estimador ¢ uma expressao que permite estimar algum pardmetro e nao possui erro associado ao seus
resultados.

Estimador é uma funcdo dos elementos amostrais e, portanto, é uma variavel aleatéria, como a média
amostral X e a varidncia amostral S2, entre outros casos.

A estimativa de maxima verossimilhanga é o valor de # que minimiza o valor de L(0; 21,22, - ,xy).

Estimativa é valor que representa o pardmetro e é constante para todas as amostras aleatorias extraidas de
uma mesma populagao.

Estimativas s@ao constantes de uma amostra especifica e representa o resultado de um estimador particular.
As estimativas de amostras para amostras variam.

O viés ou vicio de um estimador é a propriedade em que quando o valor médio deste estimador (espe-
ranga matematica) em todas as amostras possiveis de um determinado tamanho n de uma populagdo (na
distribui¢do de amostragem) é igual ao parametro, dizemos que o estimador ¢ nao viesado ou nao viciado.

Sao0 exemplos de estimadores ndo viesados, a média amostral X e a variancia amostral S? e de estimador
viesado o desvio padrao amostral S.

Um estimador mais eficiente é aquele dentre os estimadores nao viesados de um mesmo parametro que
possui a menor variancia.

Um estimador eficiente é aquele que sua varidncia vai para zero, quando n tende para infinito.

A mediana amostral é menos eficiente que média amostral para estimar a média p em populagdes normais,
pois possui maior variancia.

Um estimador é consistente, se sua varidncia vai para oo, quando n tende a zero.

Estimador viciado ou viesado é aquele que sua distribuicao apresenta média igual ao parametro que ele esté
estimando.

Um estimador é consistente se sua variancia tende a zero, na medida que o tamanho amostral n cresce,
tendendo para co.

Sao métodos de estimagao pontual os métodos de momentos, da méxima verossimilhanca e dos quadrados
minimos.

O método dos momentos é obtido tomando-se o produto das fungoes densidades de cada observagao amostral
Xj, fx; e maximizando esta funcao resultante deste produto em relagao aos parametros.

Assim, a fungdo de verossimilhanca, L, é dada por

L(0; 21,2, 2n) =f(21;0) f (w25 0) X -+ X f(an;0) = [ [ f(2i;0).
i=1
A estimativa de maxima verossimilhanga ¢ o valor de § que maximiza o valor de L(0; 21,2, - ,%y).

O método dos quadrados minimos, para estimar a média em um modelo Y; = u + €;, corresponde a
minimizagdo de @ = Y., €7 = Y | (X; — p)?, em que estimador resultante é i = X.

O método dos quadrados minimos, para estimar a média em um modelo Y; = p + ¢;, corresponde a
minimizagao de @ = Y., €7 = Y. (X; — p)?, em que estimador resultante é i = my.

O método dos quadrados minimos exige normalidade de X;.

Os modelos probabilisticos sdo, em geral, dependentes de paradmetros e o objetivo de se realizarem experi-
mentos e/ ou amostragem é buscar obter informagoes a respeito destes parametros.



x)( ) A estimativa de méxima verossimilhancga, em um experimento especifico, para p de um modelo binomial
L(p; X,n) = pX(1 — p)»~X é p = 0,4, como pode ser observado da figura da funcdo de verossimilhanca
relativa (fungdo de verossimilhanca dividida pelo seu maximo) a seguir:
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Verossimilhanga relativa

yv) () Nos processos de estimacgao intervalar de médias de populagoes normais com variancias conhecidas, o inter-
valo de confianga resultante é derivado a partir da afirmativa probabilistica:

_ o — ag
P(X-Z,s—=<u<X+2Z,p—|=1-aqa.
< a/2 \/ﬁ S MU + a/2 \/ﬁ) o
z) () A funcdo de verossimilhanga é dada pelo produto das funcées densidades de cada X;’s, j =1, 2, ---, n,

porque a independéncia é garantida pelo uso de sorteios ou casualizagbes nas amostragens ou experimentos.

2) Com base em uma populagao finita ficticia X = {1, 2, 4} obter todas as amostras com reposi¢ao de tamanho n =
3. Estimar em cada uma delas a média, a varidncia e o desvio padrao.

a) Obter a distribuicdo de amostragem de X e calcular E(X), E(S?) e E(S). Que conclusdes podem ser retiradas
confrontando as respectivas esperancas com p, 02 e o, em relacao ao viés?

b) Calcular a variancia das médias 0% = Var(X) no sistema de amostragem. Confrontar com o resultado teérico

X
2 _ 2
em que 0% = 0°/n.

3) Supondo-se que a amostra de n = 10 elementos a seguir é proveniente de uma distribuigdo normal com média
desconhecida p e variancia 02 = 3, obter o intervalo de 95% de confianca para p. Interpretar o intervalo gerado.

7,15 12,60 10,03 9,13 8,93
11,18 13,39 8,61 8,18 12,38
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Resolucao

1) Marcar como verdadeira ou falsa as seguintes afirmativas:

a)

(V) O método dos momentos consiste em igualar os momentos amostrais como a média, a varidncia, o momento
amostral de assimetria, etc. com os valores esperados correspondentes, como a média (momento de ordem 1 néao
centrado), a varidncia (momento de ordem 2 centrado na média) e momento de assimetria (momento de ordem
3 centrado na média), etc.

(V) Parametro ¢ uma caracteristica populacional, sendo uma constante, como por exemplo a média u, a
variancia o2, entre outras possibilidades.

(F) Estimador é uma expressdo que permite estimar algum pardmetro e ndo possui erro associado ao seus
resultados.

(V) Estimador é uma funcdo dos elementos amostrais e, portanto, ¢ uma variavel aleatoria, como a média
amostral X e a variancia amostral 5’2, entre outros casos.

(F) A estimativa de méaxima verossimilhanca é o valor de § que minimiza o valor de L(0; 1,22, -+ ,Zy).

(F) Estimativa é valor que representa o pardmetro e é constante para todas as amostras aleatérias extraidas
de uma mesma populagao.

(V) Estimativas sdo constantes de uma amostra especifica e representa o resultado de um estimador particular.
As estimativas de amostras para amostras variam.

(V) O viés ou vicio de um estimador é a propriedade em que quando o valor médio deste estimador (esperanga
matematica) em todas as amostras possiveis de um determinado tamanho n de uma populagao (na distribuigao
de amostragem) é igual ao parametro, dizemos que o estimador é nao viesado ou nao viciado.

(V) Sao exemplos de estimadores nio viesados, a média amostral X e a variancia amostral S? e de estimador
viesado o desvio padrao amostral S.

(V) Um estimador mais eficiente é aquele dentre os estimadores nio viesados de um mesmo parametro que
possui a menor varidncia.

(F) Um estimador eficiente é aquele que sua varincia vai para zero, quando n tende para infinito.

(V) A mediana amostral é menos eficiente que média amostral para estimar a média 1 em populagoes normais,
pois possui maior variancia.

(F) Um estimador ¢é consistente se sua varidncia vai para oo quando n tende a zero.

(F) Estimador viciado ou viesado é aquele que sua distribui¢ao apresenta média igual ao pardmetro que ele
esta estimando.

(V) Um estimador é consistente se sua variancia tende a zero na medida que o tamanho amostral n cresce,
tendendo para oo.

(V) Sao métodos de estimagao pontual os métodos de momentos, da méaxima verossimilhanga e dos quadrados
minimos.

(F) O método dos momentos é obtido tomando-se o produto das fun¢ées densidades de cada observagao amostral
Xj, [x; e maximizando esta fun¢do resultante deste produto em relagao aos parametros.

(V) A fungao de verossimilhanca L é dada por:

L(O; 21,20, n) =f(21;0) f(2;0) X - X fwn;0) = [ [ flxi;0).
i=1

(V) A estimativa de méaxima verossimilhanca é o valor de 6 que maximiza o valor de L(0;x1,29, - ,Zy).

(V) O método dos quadrados minimos, para estimar a média em um modelo Y; = u + ¢;, corresponde a
minimizagio de Q@ = >, €2 = > (X; — p)?, em que estimador resultante é i = X.

(F) O método dos quadrados minimos, para estimar a média em um modelo Y; = pu + ¢;, corresponde a
minimizagio de @ = Y1 ;€7 = > | (X; — p)?, em que estimador resultante ¢ i = my.

(F) O método dos quadrados minimos exige normalidade de X;.

(V) Os modelos probabilisticos sdo, em geral, dependentes de parametros e o objetivo de se realizarem experi-
mentos e/ou amostragem ¢é buscar obter informacoes a respeito destes parametros.

(V) A estimativa de maxima verossimilhanga, em um experimento especifico, para p de um modelo binomial
L(p; X,n) = pX(1—p)"~X & p = 0,4, como pode ser observado da figura da fun¢do de verossimilhanga relativa
(funcdo de verossimilhanga dividida pelo seu méaximo) a seguir:
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y) (V) Nos processos de estimacdo intervalar de médias de populagdes normais com varidncias conhecidas, o
intervalo de confianga resultante é derivado a partir da afirmativa probabilistica:

_ o — g

z) (V) A funcdo de verossimilhanca é dada pelo produto das func¢oes densidades de cada X;’s, j =1, 2, ---, n,
porque a independéncia é garantida pelo uso de sorteios ou casualizagoes nas amostragens ou experimentos.

2) Counsiderando o exercicio relativo a distribuigdo de amostragem temos: a) As amostras e as respectivas médias,
varidncias e desvios padroes estao apresentadas a seguir:

Amostras X 52 S
111 1,0000 0,0000 0,0000
112 1,3333 0,3333 0,5774
114 2,0000 3,0000 1,7321
121 1,3333 0,3333 0,5774
122 1,6667 0,3333 0,5774
124 2,3333 2,3333 1,5275
141 2,0000 3,0000 1,7321
142 2,3333 2,3333 1,5275
144 3,0000 3,0000 1,7321
211 1,3333 0,3333 0,5774
212 1,6667 0,3333 0,5774
214 2,3333 2,3333 1,5275
221 1,6667 0,3333 0,5774
222 2,0000 0,0000 0,0000
224 2,6667 1,3333 1,1547
241 2,3333 2,3333 1,5275
242 2,6667 1,3333 1,1547
244 3,3333 1,3333 1,1547
411 2,0000 3,0000 1,7321
412 2,3333 2,3333 1,5275
414 3,0000 3,0000 1,7321
421 2,3333 2,3333 1,5275
422 2,6667 1,3333 1,1547
424 3,3333 1,3333 1,1547
441 3,0000 3,0000 1,7321
449 3,3333 1,3333 1,1547
444 4,0000 0,0000 0,0000
Média 2,3333 1,5556 1,1093

Variancia 0,5185 1,2099 0,3251

As esperancas mateméticas, neste caso, sao as médias dos estimadores na distribuicdo de amostragem, ou seja, nas
27 amostras possiveis apresentadas na tabela anterior. Assim, E(X) = 2,3333, E(S?) = 1,5556 e F(S) = 1,1093.
A populacao apresenta os seguintes pardmetros: p = 2,3333, 02 = 1,5556 ¢ o = 1,2472. Se compararmos os valores
meédios na distribuicao de amostragem, esperangas com os respectivos pardmetros verificamos que os valores sao
iguais para os estimadores média e varidncia amostrais, mas diferentes para o desvio padrao amostral. Isto significa
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que X e S2 sdo ndo viciados ou nao viesados e S é um estimador viciado ou viesado.

b) A variancia das médias, na distribuigdo de amostragem é, 0‘?—( = 0,5185 e a variancia teoérica é:

2
, o2 15556

Assim, concluimos que a?—( = 02 /n & igual a variancia dos valores de X na distribui¢do de amostragem. Assim, nio

precisamos fazer toda a distribuigao de amostragem para saber que:
2 _ _
0x =— e Hx =H-
Sabemos ainda que se n > 30, a distribuicio de X é aproximadamente normal, pelo teorema do limite central, o

que é uma dos resultados mais importantes da estatistica.

3) A média e a varidncia amostrais so:

X =10,158 e 52 =4,480996.

O quantil superior Z, /o = Zp 025 = 1,96 ¢ obtido por gnorm(0.975) no programa R.
Assim, o intervalo de confianga é:

ICo.05(p) =X + Zojo——

0,95\1t) = a/2 Jn

10,158+ 1,06 x 2

V10

=10,158 £ 1,0735
=[9,0845, 11,2315].

Assim, a verdadeira média p é um valor do intervalo [9,0845, 11,2315], com 95% de confianga.

Observacao: Matérias para as duas tultimas
provas

Prova 2: Capitulo 8: segdes 8.1, 8.2 (8.2.1, 8.2.2, 8.2.3), 8.3,
Capitulo 9, segdes 9.1 (9.1.1, 9.1.2, 9.1.3, 9.1.4, 9.1.8, 9.1.9),
9.2 (9.2.1, 9.2.3),9.4 (9.4.1)
Capitulo 11, segdes 11.1 (11.1.1)

Prova 3: Capitulo 8, secdo 8.4
Capitulo 9, Segles 9.1 (9.1.5), 9.2 (9.2.2), 9.4(9.4.3)
Capitulo 11, Segdes 11.1 (11.1.3)
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